Partition d’un entier en parts fixées

Références : On a donc ce qu’on voulait montrer.
Orauz XENS Analyse 2, Serge Francinou (ii) Cherchons maintenant les poles de f.
Théo. Soit ai, ...,a; € N* tels que pged(ay, ..., az) = 1. Les poles de f sont les racines ai™¢ de I'unité. Le pole 1 est de multipli-
Pour n > 1, on note u, le nombre de k-uplets (x1,...,x;) € N¥ tels que cité k£ Montrons que les autres sont de multiplicité strictement inférieur
a1T1 + ... + apzr = n. On a alors a k.
1 k-1 D’apres le théoreme de Bezout, il existe des entiers uq, ..., u; tels que
Up Zl‘ll a;U; = 1.
n—oo _ | 7
=00 ay..a; (k—1)! On a que
Démonstration. (i) Montrons que ) o
. w® = ... =w =1 < wpdle de multiplicité k.
1 = n
f(z) =11 1o 2 Un® En effet, posons P(X) = (1 — X%)...(1 — X ).
=1 n=0
: - e Siw™ = ..=w% =1 alors, pour tout 7 € [1,k], (1 — X%) =
Pour tout ¢ € [[1, k], >aen 271% ont toutes pour rayon de convergence 1. (X —w)Qs avec Qi(w) # 0 (car toutes les racines a?me de Tunité
On a sont distinctes).
o0 o0 o0 1si a;|n Ainsi, P(X) = (X — w)*Q avec Q(w) # 0.
Z HiTi Z S0l anzn avec bn — { ) 7 . S
it o o 0 sinon e Supposons que w racine de multiplicité k.
S’il existe i € [[1, k] tel que (1—X%) = (X —w)?Q avec Q(w) #
Ainsi, R = sup{r > 0, (b,2") bornée} = sup{r > 0, (™) bornée} et 0 ce qui est impossible car les racines a$™ de 'unité. Ainsi,
donc R = 1. wh = ... =w% =1.
Considérons le produit de Cauchy de ces k séries entieres. On a donc Soit w un pdle de multiplicité k alors

k
=1

z1=0 =0 (z1,...,x% ) ENE

_ i Z n Ainsi, si w est un pole de f différent de 1 alors sa multiplicité est
— strictement inférieur a k.
n=0 (z1,....zx)eNF

Sk aizi=n (iii) Calcul de u,,.
o0 Notons P = {wy,...,w,} 'ensemble des poles de f avec w; = 1, par
n

- Z Unz décomposition en éléments simples, il existe des constantes complexes

=0 (cij) 1<i<p et « tels que, pour |z| < 1,
On a, d’autre part, que 1<j<k—1

00 00 k 2 : Ci,j
1 = -
( > z‘”“) X .. X ( > z‘””) =l /) (1—2z)k i Sy (Wi —2)
21=0 k=0 i=1 1<j<k—1
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(w—2)7

Pour w € P et j € N, la fonction z est développable en (iv) Calcul de a.

série entiere de rayon de convergence 1. Ses coefficients s’obtiennent Posons ¢(z) = (1 — 2)*f(2). On a, d'une part,
en dérivant j — 1 fois le développement en série entiere de la fonction o
ol <1, br)ma+ (-2 ¥ G
1<i<p (w; — 2)7
1 11 Ikt
w—z  wl- z puis en évaluant en z = 1, on obtient ¢(1) = .
> 2" D’autre part,
- Z wnJrl

1

-1

On obtient donc, pour j < k — 1 g L — 20 14+ 24 ...+ 21
(j—1)! _ i n! 2t On obtient donc en évaluant en 1 que a = ﬁ d’ou le résultat.
w—z)J wiy (=g + 1wt
1 _ i (nt+j—-1" =" Lecons possibles : 126 - 224
(w—2z)I = (5= Dn! wnti

1 > (n+j5—1\ 2"
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n=0

On obtient donc, par ce qui précede et par unicité du développement en
série entiere, en prenant les coefficients de z" dans les deux expressions,

que
k—1 ) — 1 .
Up = Q (n - ) + ) ay (n i )w‘”‘ﬂ
n 1<i<p n
1<j<k—1

Le premier terme est équivalent quand n — oo a a—. De la méme

(k 1)
maniere, on obtient que, pour tout 7 € [1,p] et pour tout j € [1, k—1],

”n-&-j—l) —n—j ni—1 ¢ij BN .
on a Cw( R [% W GoDiani En particulier, pour tout i €

[1,p] et pour tout j € [1,k — 1]],ci7j("+ifl>w*"*j = 0<(k il ) On
obtient donc que




