
Partition d’un entier en parts fixées
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Théo. Soit a1, ..., ak ∈ N∗ tels que pgcd(a1, ..., ak) = 1.
Pour n ≥ 1, on note un le nombre de k-uplets (x1, ..., xk) ∈ Nk tels que
a1x1 + ...+ akxk = n. On a alors

un ∼
n→∞

1
a1...ak

nk−1

(k − 1)!
Démonstration. (i) Montrons que

f(z) :=
k∏

i=1

1
1− zai

=
+∞∑
n=0

unz
n.

Pour tout i ∈ J1, kK,∑xi∈N z
xiai ont toutes pour rayon de convergence 1.

On a
∞∑

xi=1
zaixi =

∞∑
n=0

zaixi =
∞∑

n=0
bnz

n avec bn =
®

1 si ai|n
0 sinon

Ainsi, R = sup{r ≥ 0, (bnz
n) bornée} = sup{r ≥ 0, (zn) bornée} et

donc R = 1.
Considérons le produit de Cauchy de ces k séries entières. On a doncÑ

∞∑
x1=0

zaix1

é
× ...×

Ñ
∞∑

xk=0
zaixk

é
=

∑
(x1,...,xk)∈Nk

za1x1+...+akxk

=
∞∑

n=0

∑
(x1,...,xk)∈Nk∑k

i=1 aixi=n

zn

=
∞∑

n=0
unz

n

On a, d’autre part, queÑ
∞∑

x1=0
zaix1

é
× ...×

Ñ
∞∑

xk=0
zaixk

é
=

k∏
i=1

1
1− zai

.

On a donc ce qu’on voulait montrer.
(ii) Cherchons maintenant les pôles de f .

Les pôles de f sont les racines aème
i de l’unité. Le pôle 1 est de multipli-

cité k Montrons que les autres sont de multiplicité strictement inférieur
à k.
D’après le théorème de Bezout, il existe des entiers u1, ..., uk tels que∑k

i=1 aiui = 1.
On a que

ωa1 = ... = ωak = 1⇔ ωpôle de multiplicité k.

En effet, posons P (X) = (1−Xa1)...(1−Xak).
• Si ωa1 = ... = ωak = 1 alors, pour tout i ∈ J1, kK, (1 −Xai) =

(X−ω)Qi avec Qi(ω) 6= 0 (car toutes les racines aème
i de l’unité

sont distinctes).
Ainsi, P (X) = (X − ω)kQ avec Q(ω) 6= 0.
• Supposons que ω racine de multiplicité k.

S’il existe i ∈ J1, kK tel que (1−Xai) = (X−ω)2Q avec Q(ω) 6=
0 ce qui est impossible car les racines aème

i de l’unité. Ainsi,
ωa1 = ... = ωak = 1.

Soit ω un pôle de multiplicité k alors

ω = ω
∑k

i=1 aixi =
k∏

i=1
(ωai)xi = 1

Ainsi, si ω est un pôle de f différent de 1 alors sa multiplicité est
strictement inférieur à k.

(iii) Calcul de un.
Notons P = {ω1, ..., ωp} l’ensemble des pôles de f avec ω1 = 1, par
décomposition en éléments simples, il existe des constantes complexes
(ci,j) 1≤i≤p

1≤j≤k−1
et α tels que, pour |z| < 1,

f(z) = α

(1− z)k
+

∑
1≤i≤p

1≤j≤k−1

ci,j

(ωi − z)j
.
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Pour ω ∈ P et j ∈ N, la fonction z 7→ 1
(ω−z)j est développable en

série entière de rayon de convergence 1. Ses coefficients s’obtiennent
en dérivant j − 1 fois le développement en série entière de la fonction
z 7→ 1

ω−z
. On a, pour |z| < 1,

1
ω − z

= 1
ω

1
1− z

ω

=
∞∑

n=0

zn

ωn+1 .

On obtient donc, pour j ≤ k − 1

(j − 1)!
(ω − z)j

=
∞∑

n=j−1

n!
(n− j + 1)!

zn−j+1

ωn+1

1
(ω − z)j

=
∞∑

n=0

(n+ j − 1)!
(j − 1)!n!

zn

ωn+j

1
(ω − z)j

=
∞∑

n=0

(
n+ j − 1

n

)
zn

ωn+j

On obtient donc, par ce qui précède et par unicité du développement en
série entière, en prenant les coefficients de zn dans les deux expressions,
que

un = α

(
n+ k − 1

n

)
+

∑
1≤i≤p

1≤j≤k−1

ci,j

(
n+ j − 1

n

)
ω−n−j

Le premier terme est équivalent quand n → ∞ à α nk−1

(k−1)! . De la même
manière, on obtient que, pour tout i ∈ J1, pK et pour tout j ∈ J1, k−1K,
on a ci,j

Ä
n+j−1

n

ä
ω−n−j ∼

n→∞
nj−1

(j−1)!
ci,j

ωn+j . En particulier, pour tout i ∈
J1, pK et pour tout j ∈ J1, k − 1K,ci,j

Ä
n+j−1

n

ä
ω−n−j = o

(
nk−1

(k−1)!

)
. On

obtient donc que

un ∼
n→∞

α
nk−1

(k − 1)! .

(iv) Calcul de α.
Posons φ(z) = (1− z)kf(z). On a, d’une part,

φ(z) = α + (1− z)k
∑

1≤i≤p
1≤k−1

ci,j

(ωi − z)j

puis en évaluant en z = 1, on obtient φ(1) = α.
D’autre part,

φ(z) =
k∏

i=1

1
1− zai

=
k∏

i=1

1
1 + z + ...+ zai−1

On obtient donc en évaluant en 1 que α = 1
a1...ak

d’où le résultat.
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